INTEGRALI ZADACI ( IV DEQO) — Integracija racionalne funkcije

P(x)
(x)
Prava racionalna funkcija je ona kod koje je maksimalni stepen polinoma P(x) manji od maksimalnog stepena

Racionalna funkcija je oblika Moze biti prava i neprava.

x2=3x+12 4 .
2 >3 2 > .5 2 1
X =3 x+5x"-2x+1 x+5x"-22x+31

polinoma Q(x). ( na primer :

td.)

Neprava racionalna funkcija je ona kod koje je max stepen P(x) veci ili jednak sa max stepenom Q(X).

x+2x-7 x*=3x+12 x'+75x° 14
=13 7 2x+l 7 x+3
moramo podeliti ta dva polinoma , dobiti reSenje plus prava racionalna funkcija.

( na primer :

itd. ) . U slucaju da je zadata neprava racionalna funkcija

Integraciju prave racionalne funkcije vr§imo tako $to :

Imenilac rastavimo na ¢inioce upotrebom:

izvla¢imo zajednicki ispred zagrade

razlika kvadrata: a>— b’ = (a-b)(a+b)

- ax’+bx+tc= a(x-x;)(x-x;) ako nam je data kvadratna jednacina

- a’b’=(a-b)a’+tab+b®) ili a’+b’ = (atb)(a’-ab+b?) razlika, odnosno zbir kubova

Koristimo Bezuovu teoremu ili sklapamo “ dva po dva” ako je dat polinom veéeg stepena
Dalje datu pravu racionalnu funkciju rastavljamo na sledeéi nacin:( primeri)

P(x) ! N
(x-1)(x+5) x-1 x+5

ako su u imeniocu svi linearni bez stepena , svaki ide sa po jednim slovom: A,B,C...

P(x) A B C D
= + + +
(x=-1’(x+7) x-1 (x=1* (x=1° (x+7)

ako u imeniocu imamo linearne ¢lanove , ali sa stepenom,

rastavljamo dok ne dodemo do najveceg stepena.

P(x) A JrBx+C

> = > ako u imeniocu imamo nerazloziv polinom , za njega moramo da uzmemo
(x=2)(x"+1) x-2 x +1

izraz tipa Bx+C ( pazina ovo)

P(x) A Bx+C Dx+E F H . : vy o .
> — = +— +— > +—+—+— evo primera gde i nerazloziv Cinilac u imeniocu koji
(x=7)-(x*+5°"-x x-7 x+5 (x+5)° x x «x

je na kvadrat moramo dva puta da uzimamo u razlaganju.




PRIMERI
R
X —x
Ovde se radi o pravoj racionalnoj funkciji, pa odmah kre€emo sa razlaganjem. Najpre imenilac rastavimo na

¢inioce!

¥ —x=x(x*-1)=x(x=1)(x+1)

Dakle, nas integral je jx—_?)dx =7
x(x—=1D(x+1)
Izvucemo racionalnu funkciju:
x=3 4 + B + ¢ sve pomnozimo sa x(x—1)(x+1)

x(x—=1)(x+1) - x x—-1 x+1

x=3=A(x-D)(x+1)+Bx(x+1)+ Cx(x-1)

x—3=A(x>=1)+Bx’ + Bx+ Cx* = Cx

x—3=Ax" - A+ Bx* + Bx+Cx* - Cx "sklopimo" uz x*, paoneuzXx, pa slobodne ¢lanove...
x=3=x*(A+B+C)+x(B-C)-4 sad vr§imo uperedivanje: ¢lanovi uz x*, pa uz x, pa bez x
A+ B+C =0— Nalevoj strani nemamo ¢lan x* ili mozemo dodati da je to 0-x>

B—-C=1 — Na levoj strani imamo X, to jest 1-x, a na desnoj x(8—-C)

—A=-3— 0Ovo su oni bez x-seva

ReSavamo ovaj sistem jednacCina:

A+B+C=0

B-C=1

—4=-3

[4=3] > 4+B+C=0—>3+B+C=0—>B+C=-3
B-C=1

—>2B=-2->|B=-1|—>|C=-2]

B+C=-3

Vratimo resenja:

x-3 A B C
=—+ +

x(x-D(x+1) x x-1 x+1

3

x

x-3 -1 N -2 3 1 2
x(x—=1D(x+1) x—-1 x+1 x x-1 x+1

E sad se vratimo da reSimo dati integral, jer smo ga rastavili na tri mala integrala koji su najcesce ili tabli¢ni ili se
reSavaju smenom.



Ix—_gjdx:j édx— de_ de
x(x—=1)(x+1) X x—1 x+1

=(3In|x| —In|x—1|-2In|x+1/+C

Mozda ¢e vas profesor da trazi da ““ spakujete” reSenje upotrebom pravila za logaritme. Da se podsetimo:

. In1=0
2. Ine=1
.In(x-y)=Inx+Iny

(98]

4. lnﬁzlnx—lny
Y

.Inx"=nlnx

9]

In

e =x

(o)

Nase resenje Ce biti:

3Infx| —In|x—1|-2In|x+1|+C =Injx —(n|x~1|+In|x+1)+ C =ln|]x ~In|x~1|-|x+1] +C =

3
X

——[+C
(x=1)(x+1)°

= |ln

x+2
—_— :‘7
Ix3_2x2dx N

Opet se radi o pravoj racionalnoj funkciji. Izvlacimo je i rastavljamo:

x+2  x+2
¥ =2x" x*(x-=2)
x+2 A4 B

sve pomnozimo sa x”(x —2)

X (x=2) Cxox x-2
x+2=Ax(x—-2)+ B(x-2)+Cx’

x+2=Ax>-2Ax+Bx-2B+Cx’

1-x+2=x"(A+C)+x(-24+B)—2B  sad vr§imo uporedivanje

A+C=0

—2A4A+B=1

—2B=2

ReSavamo ovaj sistem jednacina, iz trece jednacine odmah dobijamo vrednost za B

[B=—1]>-24+B=1->-24-1=1>[d=—1]>[C=1|




x> (x—=2) -
x+2 -1 -1 1

I — — 4+
¥(x=2) x x* x-2

x+2 A B C
—+—+
x x° x-=2

—2+1

1
x—2

dx:—1n|x|— +1n|x—2|+C

I—x+2 dx=j_71dx+j;—2ldx+J dx = —I%dx—jx"zdx+jx12 _x2+1

¥ (x=2)
Malo prisredimo reSenje:

+1+C
X

[u—

n

In|x—2|~In|x+ —+C =
X

X

X +x—16x+16
I x* —4x+3 o=

Ovo je neprava racionalna funkcija ( stepen u brojiocu je veci od stepena imenioca), pa moramo podeliti ova dva

polinoma ( podsetite se deljenja , fajl polinomi iz I godine).

X +xP=16x+16 B
x?—4x+3
O +x* —16x+16):(x* —4x+3)=x+5

%f$4x2i3x
#557 —19x+16
57 F20x+15
—)0statak

X +x*=16x+16 x+1
=X+ 5 4--—3———————————

x> —4x+3 x —4x+3

Dobili smo pravu racionalnu funkciju koju dalje rastavljamo:



x+1 _
x*—4x+3
—b++b* —4ac _4x2

¥ —4x+3=0->x,= —>Xx,=———>x,=3,x,=1
’ 2a ’ 2

X' —4x+3=(x-1)(x-3)
x+1 _ A N B
(x-1D(x-3) x-1 x-3
x+1=A(x-3)+B(x—-1)
x+1=Ax-34+Bx—-B
x+1=x(A+B)-34-B

A+B=1
—34-B=1
24=2->|4=-1|>|B=2]

x+1 4, B _ -1 2

= —+ =
(x-1D(x-3) x-1 x-3 x-1 x-3

Resimo sada i ceo integral:

X +x>—16x+16 x+1 -1 2
> =X+5+————=x+5+——+
x —4x+3 x —4x+3 x—1 x-3
3 2 2
J-x +f 16x+16dx=.[()c+5+—1+ 2 )dx=x—+5x—ln|x—l|+2ln|x—3|+C
x —4x+3 x—1 x-3 2
2 1\2
= x—+5x+ln(x 3) +C
2 |x—1|
xdx
4. —_ ="
jx3 —3x+2
Prava racionalna funkcija, izdvojimo je:
x J—
x =3x+2
Najpre da funkciju u imeniocu rastavimo na ¢inioce...
¥ =3x+2=0 ideja je da sklapamo "2 po 2" zato rastavimo —3x =—-x—2x

X —x-2x+2=0

x(x*=1)=2(x-1)=0

f(x=D|x+D-2[(x-D]=0

(x—D[x(x+1)-2]=0
(x-D(x*+x-2)=0—>x-1=0vx’+x-2=0—>x =1x, =1,x,=-2
¥ =3x+2=(x-D(x-D(x+2)=(x-1)>(x+2)

RS B X
¥ =3x+2 (x=1)*(x+2)




X A B C
G-DP(x12) x-1 (17 x+2
x=Ax-1D)(x+2)+B(x+2)+C(x—-1)
x=AX*+x-2)+Bx+2B+C(x* —2x+1)
x=Ax"+ Ax—2A+Bx+2B+Cx> -2Cx+C
1. x=x*(A+C)+x(A+B—-2C)-2A4+2B+C sad uporedjujemo
A+C=0
A+B-2C=1
—2A4+2B+C=0
C=-4
A+B+2A4=1
—2A+2B-A4=0
34+ B =1
—34+2B=0

....................................... [o(x—1)*(x+2)

3B=1—> B:% —>3A:§—> A=

X

_ 3
(x=1(x+2) «x

+ =+
I (x-1)" x+2

=2

Jo§ da reSimo integral:

2 1 2
X a9 _3 9 iy =
J-(x—l)z(x+2)dx J x—ldx+J- (x—l)zdx+~[ e
2 b e 2 ]
—9jx_ldx+3j(x 1) “dx 9jx+2dx
B Y LS O
9 3 %=1 9

J-x—dx_?

X =xt+x-1

Postupak je dakle isti: kako se radi o pravoj racionalnoj funkciji, nju izdvajamo i rastavljamo na sabirke.
U imeniocu imamo polinom tre¢eg stepena koji moramo rastaviti na ¢inioce. Upotrebi¢emo sklapanje 2 po 2’,

A mozemo koristiti 1 Bezuovu teoremu.



X

X —x>+x—1 -
Da sredimo imenilac prvo...
X=X +x—-1=x(x-D)+1(x—1)=(x-1)(x*+1)

X A Bx+C . 2 . v
- = +— — pazi x~ +1 je nerazloziv u R
(x-D(x"+1) x-1 x"+1
x A  Bx+C

Jo(x—1)(x* +1)

(x—lXx2+l):ix—1+ s
x=Ax*+1)+(Bx+C)(x-1)
x=Ax"+ A+ Bx* -~ Bx+Cx—-C
x=x(A+B)+x(-B+C)+ A-C

A+B=0
-B+C=1
A-C=0—->4=C
A+B=0
A-B=1
24=1—> Azl - Czl - B:—l
2 2 2
111
X A Bx+C_ 5 o' 11 1x-1 11 X1,

= + = — — — —
(x-Dx*+1) x-1 x*+1 x-1 x> +1 2x-1 2x*+1 2 x-1 x*+1

Vratimo se da reSimo zadati integral:

[— = o2
(x=D)(x"+1) 2 x-1 x"+1

1 1 x 1
LY dx + d
2(Ix—1x PN jx2+1xj

1 1
= 5(ln|x—1|—51n‘x2 —1‘+arctng+C

J<t =

Ovo je ve¢ malo ozbiljniji zadatak!



4 —
x*t+1
Ovde je problem: Kako rastaviti imenilac na ¢inioce?

Trik je da dodamo i oduzmemo 2x°, da napunimo pun kvadrat pa iskoristimo formulu za razliku kvadrata!
=t 2 120 = (P 1) =20 = (4 1) —(V2x)P = (22 +1-+2%) - (% +1++2x)
1= (7 —V2x+1) (7 +2x+1)

4 4

X+l (P —2x+1)-(F +2x+])

4 Ax+ B Cx+D

(> =2x+1)-(x* +2x +1) s —J2x+1 ’ X 42x+1
4=(Ax+B) (x> +2x+ 1)+ (Cx+ D)(x* —2x +1)
4= Ax* + AN2X* + Ax + Bx* + BN2x + B+ Cx’ = C\J2x* + Cx+ Dx> —=D\2x+ D
4= (A+C)+x*(AN2+B-C2+ D)+ x(A+ B2 +C-D\2)+ B+D
Uporedjujemo :
A+C=0
AN2+B-CJ2+D=0
A+BV2+C-DV2=0-|4+C=0—-BJ2-DV2=052(B-D)=0>B-D=0
B+D=4

........................ Jo(x® =\2x+1)- (¥ +42x +1)

B-D=0

B+D=4

|B=2|AlD=2

A+C=0

V2(4-C)=—4

A=—2|AlC=\2

Zamenimo :
4 _ Ax+B Cx+D

(x?—JEx+D-u?+v5x+1)_xz—v5x+1+x2+dix+1
4 —2x+2 V2x+2

= +
(xz—\/ix+l)-(x2+\/5x+l) X =2x+1 ¥ +2x+1

Imamo dakle da reSimo:

(xz—\/zx+l)-(x2+\/§x+l) X —~2x+1 X ~2x+1
Ovo su integrali tipa = I fx—Jrde koji se reSavaju preko [1= I ZL 1 formule:
ax” +bx+c ax” +bx+c



= 1n |ax? +bx+c‘ +(B- A—b) L +C
2a 2a

Postupak reSavanja je objasnjen u jednom od fajlova integrali - zadaci .

Evo konac¢nog reSenja a vi ga proverite .

2
1 . x*+x 2+1+\/5.mtg xJ52+C

B PRI e
V2 ¥ —x2+1 I-x

Kad smo u prvom fajlu integrali zadaci ( I deo) davali tablicu integrala pomenuli smo i integral

x—a
— =—1In
X —a 2a

J- dx ! +C kao tabli¢ni. Da vidimo kako smo dosli do reSenja istog.
X+a

On se radi kao racionalna funkcija:

1 1
x'—a’ - (x—a)(x+a)

1 A B
(x—a)x+a) - xX—a Jrx+a
l=A(x+a)+ B(x—a)
l=Ax+ Aa+ Bx—Ba
1=x(A+ B)+ Aa— Ba
Uporedjujemo :

A+B=0

a(A-B)=1

A+B=0
1

A-B==
a

2A:l—> A:i A B:—i
a 2a 2a

1 4 N B
(x—a)(x+a) x—-a x+a
1 1

...................................... /s(x—a)(x+a)

1 :2a+_2a:i(1_1j
(x—a)(x+a) x—a x+a 2a\x—-a x+a



SIS TV VO ¥/ T P
(x—a)(x+a) 2a\x—a x+a 2a°\x—a x+a

1 1 1
(] ] )

:L(ln|x—a|—ln|x+a|)+C




